
 
 

 
Что означает это уравнение? Это такой закон сохранения массы. Если в 
какой-то точке меняется плотность (дρ/dt не 0), то из точки возникает отток, 
и интеграл по потоку скорости через поверхность, окружающую эту точку, 
не ноль. Дивергенция – это и есть этот интеграл при устремлении объёма, 
ограниченного поверхностью, к 0 (помните матан-3)? 
Так что суть такова: плотность уменьшается => в точку должно поступить 
больше воды, чем вытечь => поток, т.е. дивергенция не 0. И наоборот. 



 
Как нас учили Якута и Слепков на лекциях по механике? Течение бывает 
ламинарное и турбулентное. 
Ламинарное течение – медленное течение. Давайте вспомним забег 
легкоатлетов по стадиону: каждый бежит вдоль своей дорожки. Так же и 
молекулы жидкости. Эти дорожки не обязательно прямые, но они есть и они 
не пересекаются. Т.е. две молекулы жидкости при ламинарном течении 
никогда не столкнутся. 
Пример ламинарного течения – налейте суп в тарелку и начните вращать в 
тарелке ложку по окружности, центр которой совпадает с центром тарелки.  
Турбулентное течение – это хаос и пурга. 
 
Могу объяснить и так. При ламинарном течении соседние молекулы имеют в 
любой момент почти одинаковую скорость и движутся всё время рядом. Ну 
когда в супе водите ложкой по окружности, у вас соседние пузыри жира как 
соседствовали, так и путешествуют парой. 
 
При турбулентном течении такого нет. Представим себе, что мы всем 
молекулам в начальный момент задали случайную скорость. Например, у нас 
N шариков-молекул, и мы программисты, задавшие им всем в начальный 
момент по три случайные проекции скорости. Естественно, соседи тут же 
разлетелись, а на каждый шарик может налететь другой, прилетевший 
непонятно откуда. Это турбулентное решение. 
 
Пример: турбулентным является газ в обычных условиях. Ну вы характерные 
скорости молекул помните? Ого-го. И все они шатаются по комнате, 
сталкиваясь с друг другом. 
 



 
 
А вот далее Паша Демидов начинает рассказывать в вопросе 7.8 про интеграл 
Бернулли, ссылаясь на уравнение Эйлера, которое у него идёт сильно после 
(это у него вопрос 7.9) 
Так что сначала – уравнение Эйлера: 

 

 
Паша тут стрелочку над g забыл, уравнение векторное. 
Скорее всего, вам неинтересно, откуда оно получается (если интересно – 
откройте ориг Паши Демидова 
или https://ru.wikipedia.org/wiki/Уравнение_Эйлера ). Вам надо просто 
запомнить эту формулу, чтобы написать её на экзамене. 
Давайте обсудим, как её запомнить. 
Во-первых, лучше избавиться от минуса, перенеся всё, кроме g, в одну часть: 

 
Так проще запомнить – всё, кроме того ускорения свободного падения (если 
оно есть) с плюсом. 
Как запомнить все три слагаемых? 
Первое – ускорение. Тут всё понятно. 
Третье – градиент давления. Временно верните его в правую часть со знаком 
минус. Это же 2 закон Ньютона: слева ускорение, а справа – сила, которая 
направлена вдоль градиента давления (градиент направлен в сторону 
наибольшего роста давления, а минус градиент как раз в сторону убывания 
давления, куда и будет направлено ускорение). ρ здесь для подгонки 
размерностей. 
Второе слагаемое самое противное. Откуда вообще оно берётся? Дело в том, 
что под v(r, t) мы понимаем скорость воды в месте r в момент t. А первое 
слагаемое, ускорение, предполагает подсчёт производной по времени от 

https://ru.wikipedia.org/wiki/Уравнение_Эйлера


скорости по времени не v(r, t) в какой-то точке, а какого-то кусочка воды, 
который за время dt уже успел куда-то утечь, уступив старое место новому 
кусочку воды. Тем самым dv(r, t)/dt – это не совсем ускорение кусочка воды 
в точке r. Вот второе слагаемое эту проблему и фиксит. 
Поэтому там только скорости. Я его запоминаю как «уву»  
 
Уравнение Эйлера справедливо для всех жидкостей. Мы сейчас будем 
рассматривать несколько частных случаев:

 

 
 
Теперь что такое потенциал скорости? 
Иногда удаётся ввести такую скалярную функцию φ, что v = grad φ. 
Естественно, это успех: вместо векторной функции работать со скалярной! 
Ну это как вместо Е работать с φ. 
Но такое возможно не всегда, а лишь для некоторых ситуаций. 
 

 
Сразу говорю, что здесь ловушка Джокера. Вот как он выглядит: 

 
Или, что то же самое 

 
Виной этому то, что теоретики любят называть интегралом неменяющиеся 
вещи (вспомните термин «интеграл движения»). Терминология неудачная, но 
что ж поделать. 
Важно понимать, что константа в правой части не одна на весь объём воды, а 
одна на «линию» току, т.е. на траекторию молекулы-легкоатлета. На 
соседней «беговой дорожке» константа может быть уже другая.  



 
Это уравнение Бернулли здорового человека, оно было на механике. Оно там 
даже доказывалось. Вот, например, из Википедии: 

 
Теперь давайте посмотрим на уравнение Бернулли, которое адаптировано 
под теормех 5-го семестра: 

 
Казалось бы, новое уравнение, но если приглядеться, видно, что почти то же. 
Вылезшая ω – это сумма р/ρ (посмотрите – это слагаемое было и раньше!) и 
удельной внутренней энергии (в 1 семестре на механике мы считали её 



постоянной вдоль всей линии, поэтому она была в константе). А u – это 
потенциал внешних сил, т.е. gh. 
Так что уравнение тоже, просто с дополнительным слагаемым – удельной 
внутренеей энергии. 
 

 
На этот раз требуется его только выписать. 
Интеграл Коши-Лагранжа – обобщение интеграла Бернулли. 

 
На самом деле он очень схож с интегралом Бернулли: 

 
Градиент фи – это и есть скорость. Отличия тут разве что в том, что 
константа заменилась на f(t), плюс ещё добавилось новое слагаемое (самое 
левое). И то, и то содержит время, и не зря: интеграл К-Л, в отличие от 
Бернулли, как раз описывает нестационарные процессы. 
 

 
Ребята, это всё. Вот  что пишет это на этот счёт Кузьменков 

 
А что такое Р, кстати? 

 
Мда. Понятнее не стало.  
Я не знаю, как это комментировать… 



 
 

Я специально полностью  приведу выкладки из Кузьменкова, чтобы вы… 
эх… ужаснулись  

 



 



 



 
Это и есть искомое уравнение. 
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